Exercices avec solutions : LA DERIVATION 


PROF : ATMANI NAJIB 


2BAC BIOF 


LA DERIVATION 


Exercice1 : 
1- Montrer en utilisant la définition que la fonction 
f (x)2 x + x -3est dérivable en a = -2. 
2) soit f une fonction définie par : 
fes xe 
3 


Р(х) ту ele 


étudier la dérivabilité de f еп х, =1 

3) Soit f la fonction définie sur IR par : 
f (x) =3x +x;x <0 

Do =—2х° +3x; x20 


étudier la dérivabilité de f еп х, =0 


Solution : 

1) im LCI f( ж tX 3*1 L3 tx-2 
x-2 y= (-2) x-2 X + 2 x——2 X + 2 

c (х+2)(х—1) MM 
OF TEA 


Donc f est dérivable en en -2 et f'(-2)=-3 
опа f(I)2 Jl =1 


| m 
= lim === fa!) 


A d 
we uod o. nd zd 
xL y] xl х=] xL 4 2 


Donc f est dérivable à gauche en 1 


etona: f;(1)- f, (1) 


Donc f est dérivable en 1 et r)-- 
Е 542 
3) im 70) Ж, кк 
хэ x-0 x» x x20 


3 s'appelle le nombre dérivé de la fonction f à 
droite de 0 
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On dit que f est dérivable à droite en O 


— () 2 
т ЕУ а lim3x+1=1= f/(0) 
x0 х= () x20 X x0 2 
1 s'appelle le nombre dérivé de la fonction f à 


gauche de 0 

On dit que f est dérivable à gauche en 0 
Mais on a : f; (0) f; (0) 

Donc : f n'est pas dérivable en O. 

Exercice 2: soit / une fonction définie par : 


f(x)2 04x) 1-х? ...0<х<1 


Р(х) = ух о nl 
1)déterminer le domaine de définition de f 
2)étudier la dérivabilité de f à droite еп x, 20 et 
donner une interprétation géométrique du résultat 
3)étudier la dérivabilité de f à droite et à gauche 
en x,-1 et donner une interprétation 
géométrique 
Solution :1) xe D, &1-x z0et0zxxl 
ou x? -x20 et x-1 
xeD, &-1<x<lou x-1 


xeD, €» x e |0;+ donc : D, = |0;+ | 
2) étude de la dérivabilité de f à droite de х, =0 
Опа: f(0)=1 


AS AO NC 1: aviz eir - 
x-0 x E " 


Donc : im / 02770)... роо) 

x20 X— 
Donc f est dérivable à droite en 0 
Interprétation géométrique du résultat : 
La courbe de f admet un demi tangent en 


A(0, 1).de coefficient directeur 1= f; (0) 


3)a)étudie de la dérivabilité de f à gauche en 
»=1 Опа: f(1)20 soit 0<х<1 
РО) (0) жә _(+х)ї-”) _-(1+х) 


x-1 


(x-1)V1-x° р J41-x 
Et puisque : lim J1-x? 20* et lim—(1+x) =—4 
x xol 


(Lex) Ao) fü) 
2) 


x-1 


Alors : lim ————— = —eo donc : іт "172-% 
xl МЛ NETS xol X 

Donc f n'est pas dérivable à gauche en x, =1 

b)soit х>1 


f()-f() 4 -x-0 _x(x+1)(x-1) 


x +x 
(x-1) x -x pee 


Et puisque : lim Vx? -x = 0* et lim x +х= 2 
x1 xl 


f(x)- Ш 


= 


x-1 x-1 


2 
c 
Alors : lim — +0 


= +00 donc : lim 
x1 x ese 


x1 
Donc f n'est pas dérivable à droite en x, =1 
Interprétation géométrique du résultat : 

La courbe de f admet un demi tangent en 

A(1,0) parallèle à l'axe des ordonnées dirigé vers 


le le haut 
Exercices : soit f une fonction définie par : 


f(x)e p —1| 

1)étudier la dérivabilité de f à droite еп x, =1 et 
donner une interprétation géométrique du résultat 
2)étudier la dérivabilité de f à gauche en 

x, =1 et donner une interprétation géométrique 


du résultat 
3)étudier la dérivabilité de f en x, 21 et donner 


une interprétation géométrique du résultat 
4)donner l'équation de la demie tangente à droite 
a la courbe de f enen x, =1 


4)donner l'équation de la demie tangente à 
gauche a la courbe de f en en x, «1 


Solution :1) у(х) =|х° -1| 

étude du signe де : х? –1 

x -1=05(х-1)(х+1)=0 = x=-loux=1 
(х) = x! -Exe |-o;-1]u [1; +f 
f(x)=-(# -1);x e [-1;1] 
f(1)-|P -1-0 


Donc : et 
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1)étude de la dérivabilité de f à droite en x, =1 
f()-£() 1-0. (к-а) 

x-1 x-1 
Donc f est dérivable à droite en x, =1et f;(1)-2 


lim 


x1 


= lim 


xl 


= lim x+1=2 


yol xl 


Е 


Interprétation géométrique du résultat : 
La courbe de f admet un demi tangent à droite en 


A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=2 
2) 


fa) 7 (0 


x-1 


-[x -1)-0 -(x- 
00 808) 
xL x-1 xL 


= lim-(x+1)=-2 


xl 


lim 
xl yel 
Donc f est dérivable à gauche en, =1еї f; (1)- 2 
Interprétation géométrique du résultat : 

La courbe de f admet un demi tangent à gauche 


en A(1, 0).de coefficient directeur f'(1)=-2 

3)f n'est pas dérivable en x, =1 саг: f,(1)# f, (1) 
Interprétation géométrique du résultat : 

La courbe admet un point anguleux en А(1, 0). 


4) l'équation de la demie tangente à droite a la 
courbe de f en en x, «1 est: 


у= f (x)* (х) (х=) 


5) l'équation de la demie tangente à gauche а la 
courbe de f en en x, «1 est: 


у= /(%)+/;(%)(х—х,) 

у= f(I) f ())(x-1)e y20-2(x-1) ©{(А,): у=-2х+2 
Exercice4 : Calculer le nombre dérivé de 
f(x)=x"+xen a = 1 en utilisant la deuxieme 
formulation de la dérivation 


f (a*h)- f (a) Her 
h h 


h—0 


Solution : іт 
h0 


(1+h) +1+h-2 gu P ESI! +3h+1+1+h-2 


h—0 h 


= lim 


3 2 
-lim ET р арыды f'(1) 
h—0 h—0 
Exercices : donner une approximation de sin3 
Solution :Si on veut une approximation de sin3, 


on peut prendre :f (x) = sinx et a = x (car m est 


IN 


l'élément le plus proche de 3 dont le sinus est 
connu) h = 3 - п (pour avoir :3 = zr + h) 

On a alors f(a) = sint = 0 et f'(a) = созт = -1 
( à prouver) ce qui donne : 

sind = sin(n + h)-- 1х (3 - п) =п- 3. 


Exercice6 : Etudier le domaine de dérivation de f 


et déterminer sa fonction dérivée dans les cas 
suivants : 

1) f (x) = х^ +3х-1 
3) f(x) = xÍ cos х 


2) f(x) = 4 sin x 
4) f(x) = \/х +x 


1 6 
TN 9 f()- 1: 35-1 
7) f()-2— 8) f(x) » 4x -4 


9) f(x)=(2x+3) 
Solution : 1) f(x)=x"+3x-1 D, =R 


f est une fonction polynôme donc dérivable sur R 


Vx € IR f'G)- (x!) +(3х-1) =2х+3 

2) f (x) = 4sinx D, =R 

f (x) = 4и (x) ауес и(х) = sin x 

Puisque и est dérivable sur IR alors f est une 
fonction dérivable sur IR 


VxeR f'(x)- A(u(x)) = 4cos x 

3) f (x) = х“ cosx D, =R 
f(x)2u(x)xv(x) avec и(х)= х еї у(х) = cos x 
Puisque u et v sont dérivables sur R alors f est 


une fonction dérivable sur IR 
On utilise la formule : (иху) rit 


у(х) = ((х*)х(созх)) =(х*) x (cos х) + (х*)х(сов х) 
f'(x) = 4x! x(cos x)— x" xsin x 2 4x cos х— x* xsin x 
4) f(x)=Vx+x D, =R*=[0;+0| 

f(x) = и(х)+у(х) ауес и(х)= J x et v(x) = x 
Puisque u est dérivables sur К etv est 
dérivables en particulier sur R* alors f est une 


fonction dérivable sur IR" 
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VxeR;| : f'G)- (9) +(6(х)) = +3 


5) f D, = К" = JO; | 


1 
(x)- Wi 
1 
Оп а: dium avec u(x)- 4x 
Puisque и est dérivables sur К 


Donc f est dérivables sur R° 


On utilise la formule : ] =-— 
u 


6 1 
9 fe) ^ -®-{-к} 


Puisque f est une fonction rationnelle alors il 


dérivable sur D, = к-/-ь 


6 


и{ х 


estona: у(х) – avec и(х) = 4x +3х-1 


7) г) = р,-8-11) 


Puisque f est une fonction rationnelle alors il 


8x3 
(4x? +3x-1) 


dérivable sur D, = 8-0 


f (x) -u(x)/v(x) avec u(x) — 4x —3et 
v(x)=2x-1 


2 
y y 


On utilise la formule : (s _иу—иу 


„\_(4х-3\_(&-3) (2x-1)-(4x-3)(2x-1) _4(2x-1)-2x(4x-3) 
l e | (2x-1) (x) 
зе у ee а 2 


(2x-1) 
8) f(x)= Nx -4 : D, = |-o5; 2 |u [2; + 
On a: f(x)=.Ju(x) avec u(x)2x'-4 
Etona: u(x)7- 0 VxeD, —{—2;2} 


(2х-1/  (2x-1) 


Donc f est dérivables sur D, —{—2; 2} 


IC 


vxeD, -{-2:2) : 3- Vérifier que (уу € ]0,л/2[) (g'(y) 0) et 
déterminer ( eg )'(х) pour x dans ] - 1,1[. 


TO x -4) Е (х i ES: Solutions :1) g est dérivable sur R et 
24x! -4 4x1 -4 (Vx є R)(g'(x) = - 2sin(2x)) 
9) f(x) = (2х+3) р, = Si x € [0,7/2] alors 2x € [0, zr] et par suite : 
5 g'(x) = —2 sin(2x) s 0 
f(x)=(u(x)) avec u(x)=2x+3 Si x € [2/2, т] alors 2x € [r, 27] et par suite 
On utilise la formule : (u") — nu^ хи! g'(x) = -2 sin(2x) 2 0 


f'(x)=((2:+3)) =5х(2х+3) x(2x3) =5x2x(2x+3) =10(2х+3). 


Exercice : Déterminer les fonctions dérivées 
des fonctions suivantes : 


1) f(x) -sin(22?-1) 2- La fonction g est continue (composition de 
1 deux fonctions continues) strictement 
2) f (x) — COS m 
x2+2 décroissante de ]0,л/2[ vers g (]0,л/2]) 
3) f (x)= tan cos(x) g 00/2) =] lim g(x), lim дї =1- 1A 
Exercice8:Soit f la fonction définie sur R par : | 


Donc g est une bijection de ]0,л/2[ vers ] – 1,1[; 


f(x) = cosx Mb | ‚, 
1)montrer que f est une bijection de [0, л] vers ОТОО. 
[-1,1] 3- On a :g est dérivable sur ]0,7/2 [ 
, et (Vx € JO,z2[) (g'(x) = -2 sin(2x) # 0) 
2)calculer : (77) (0) donc £ ‘est dérivables sur ] - 1,1. 


Solutions :1) f est continue | av 1 

Et: (х) = –ѕіпх<0 sur [0, т] donc f strictement CRISE US (s | (x)= g'(g '(x) 
décroissante sur [0, т] doncf est une bijection de 1 1 

[0, л] vers [71,1] et on a : f (1/2) = 0 sine (x (оо EEUU RUE 
et f'(1/2) = cos'(1/2) = -sin (n/2) = -170 in B (х) -2,/1-cos2(2g (x) 
alors f ‘est dérivable en 0 1 1 


ey rg тч -Mf-(s(e ())e -21-2 


1 


2 Pour x dans] - 1,1[. (27) (x)- —Á— 
Exercice9 : soit / une fonction définie par : -241 — x? 
Д/(х)=х +х” Exercice 11 :Déterminer les domaines de 


1- Dresser le tableau de variation de f dérivabilité et les fonctions dérivées des fonctions 


| | D 
2- Montrer que f est une bijection de R* vers R+  |Sulvantes :1) f (x)- X3 «x-4 


et calculer f(1). 2) f( qu 
3- Déterminer (£7) (2) xt-x 


Exercice12 :résoudre dans R les équations 


Exercice10 : Soit la fonction g(x) = cos(2x) | | ые ca. um 
1- Dresser le tableau de variation de g dans [0, л] BUSES Ере ENTER 
2- Monter que g est une bijection de ]0, z/2| (E): E 

Vers] - 1,1[. i x 


I 
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Correction :1) (Е): 34x - 33- x = {9—2 Je 1 


Solutions : 1)lim ——— on pose 
x1 4/x —1 P 


Le domaine de définition de l'équation (Е, ) 

Est: Dp) =[-3;3] ma и 

Ona: 

(a-b) =@ -3a°b+3ab -b° = à - D? —3ab(a—b) 

(E) e» (Mex 38-3) (=) Et : a^ -p' -(a-b)(a t a b 4 ab! +6) 
x 1 214 38 axo 


eGr-pG-)-m8-e5-6 5-7 — [nca Er TT 
na: 


E | а 42 4+1 4 8 

3/0 — 29/9 — y2 = 9 (9 — x2) 6/9 — x2 ET d (9 — 22). = 4/9 — x2 L, е 1: 

Donc : (А) <= 2x-349- ж? = 9x 2) lim а С {г (х1) 
S = m ВАСИЛЬ. 3. NN А 

(E)ex-2 re =4(9-x)  _6у5 te x — S x 1 Gm IE M 
X 


Опа: 2-Б - (a-b)(a +ab+b°) 


> 0 5 
x | 
12 + 
Donc "S= ca І T (х +1) (х +1) 
5 = lim S 
X—>+00 X (x+1) 
1 1-2 
2) 2x4 x — 3x2 = = 20 x° 
x 


Le domaine de définition de l'équation (E, ) Onus dm EU йй ы x 212-24 
хожоо x? X—+00 (х +1) 


Est : D, = |0; +] 


2 
Soit х>0 on pose: z = 2/x donc 1-0 ot im 1- UD nd Dp 
Et on a : (E) 20° -3r -20 =0 (r° =T ) Pos x mm x fx +1 
(E,)e» 2T? -3T-20-0 A-169 3) lim үх «1-Yx +1 
La solution positive de cette équation est : T = 4 1 1 | 
= Jim |) (4 

Donc: £^ = 4 <> t = 3/4 etona:r=4/x xo х? x x 
mS lim x jas |ы 

4 3 = — (— | e 
х= es x- (Aa (va) ааа | AN x Nx ox 


X 
Donc : 5 = lada] Опа: lim 1+4 =1 et lim 12 + =0 
X—+00 X X—>+0 ү xX X 


Exercice 13 : Déterminer les limites suivantes : 


Donc: lim Vx’ *1— 3 x^ +1 = +оо 
\ m x 24 X—-o0 
"m 2) lim VX = VX +1 Ve 
LL Ne do 4) lim Y ex! x 
. | D; 3] 2 . 3] 3 2 
3) lim оз. 4) lim id Ona: a -b° -(a-b)(a^ +ab+b°) 
3 
(V +2] _ y 

lim Vx x^ -x= lim a 
E MEETS ЖАК + x° + x’ 
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Ici 


= lim. ———————————————— 


) 
M let G 1+5 У.Д 1+5 m IG) est ы 
2) dim са uu ЖКН 


| x: р 1 xl" x+] xo-l x— 
= lim ———————— — ——— - lim ы ERES | 
X00 2 X00 
m es 3 k EUM Donc f est dérivable à droite en», --1et fp 
X X X X 
— f(—1 - 
lim /(х)-/(-1) — lim a . 1 = fi (1 
хэ-Г x1 x» x-] 2 `% 
- Саг lim ? +1 ЕС lim y] += = " : 
em reo Donc f est dérivable à gauche en x, =-1et 
! | = i ! ! 
Exercice14 : soit f une fonction définie sur ], (ses mais on а: fi(-1)# f, (-1) 
Do 2 ©05х—1 de Donc f n'est pas dérivable en x, =-1 
I = |-z;z| par : Р Interprétation géométrique du résultat : 
f(x)» = si..-z4x&0 La courbe admet un point anguleux en A(-1, 0). 
| b) l'équation de la demie tangente à droite a la 
1)monter que f est dérivable en x, =0 courbe de f enen x, --1 est: 


et donner l'équation de la tangente a la courbe de = f 71) fyc) = E 
f en x, 20 

2)a)étudier la dérivabilité de f en x = 1 y=0+}(x+1)©(T,):y=4x+4 avec x22 
b)donner les équations des demiestangentesàa | 7 | S. 

la courbe de f en en x, =-1 l'équation de la demie tangente à gauche a la 


Solution : {étude de la dérivabilité de f à droite |20008 de / A en x, --1 est: 
en x,-0 у= f (-1)* f (-1)(x41) avec x«-1 


- E - 1 1 1 
coe SFO. im 2998-1. Fo o. у=0--(х+1) e (T, ): y--—x-— avec x<-l 
x—0* y= x0  XSIN x x0* х2 Sin X 2 2 2 

x  |Exercice15 : soit f une fonction définie par : 


1 fQ)-f(0) __ "m ME DES. 3 
lim E 2 3 1--1- f; (0) TORRES) 


= 
Don srivable à droite en x, =0et f;(0)=- 
onc f est dérivable à droite enx =0еї f/(0) 1)déterminer le domaine de définition D, de f 
| f(x)-f(0) | x +1 NNE oa 
lim ———— ———- = lim — = lim —— 


x0 x—0 x20 x—] x0 x— 1. 
Donc f est dérivable à gauche en x, =0 et 


f=- 
Et puisque : f,(0)= f; (0) 
Donc f est dérivable à en x =0 et f'(0)=-1 2) опа (х) = g(3x-2)xh(x) 


-1 = f; (0) |2) déterminer le domaine de dérivation de f et 
déterminer sa fonction dérivée 
Solution : 1) xe D, &3x-220 et x-120 


Donc : D, DE 


Interprétation géométrique du résultat : 2x4] 
La courbe de f admet une tangent en О(0, O.de | Avec : A(x)= | | | et g(x)=Vx 


А 
coefficient directeur f'(0)=-1 


On sait que : g est dérivable sur К; et la fonction 
l'équation de la tangente a la courbe de f en 


x, 20 est:y- f (x) f'(xy)( xx) 


polynôme D, x —3x—2 est dérivable sur D, 


Io 


Prof/ATMANI NAJIB 


3 , 
3x-2>0 х> donc la fonction x — g(3x-2) 5 etr [£)- 2n 2 -1 


est dérivable sur D, ZH 


) ) Donc : ти SA (EE 
donc : f est dérivable sur D, -4—; cad D, = D,-4— „у е а. 
^ (3 л, 6 6 


VxeD, : Et puisque : f'(x)=2cosx 


f'(x) = (g(3x-2)) x h(x)+g(3x-2)x(h(x)) 


/ 


Donc : FE 22 22-8 


2 
' , 1 
3х-2)| =(3x-2) xg'(3x-2)-3x in X — 
| А x жы. 
Саг: g'(x)- (Vx) =—= _ 
е 2.[х 
' 2х+1 | 2х +1 
h -3 
(^(x)) xd | «| ati) 
NE 


E (2x1) (x-1)- x1) (x-1) 
em em 


« C'est en forgeant que l'on devient forgeron » 


(= 3 (25:9 uz = (=) Dit un proverbe. 


243x-2 X х-1 (x-1) x-1 C'est en s'entrainant régulièrement aux 
Exercice16 :en utilisant la dérivée calculer les calculs et exercices Que l’on devient un 
limites suivantes : mathématicien 
2018 
. (x+2) -1 . Asinx-l 
1)lim м. 2) lim ————— 
x-1 XE хә” E 1 


Solution:1) on pose : f(x) -(x«2) " опа: fest 


dérivable sur R en particulier en -1 et 


11-182)" ei 
ais 221 кр 
SOR ч x+1 = ш x-(-1) zJ a 


2017 


Et puisque : /'(x)-2018(x«2)" (x«2) =2018(x+2) 
Donc : f'(-1)=2018x1""" 22018 


(x+ 2)" E 
lim 5—— — = 2018 


2017 


| -1 
2) im — on pose f(x)=2sinx 
6 Х—— 


6 
on a : f est dérivable sur R en particulier en 
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